
数学分析 II（实验班）习题课 20260311

1 积分在函数光滑化中的应用

1.1 函数的磨光

(a) 对任意局部可积函数 f , 通过平均积分来定义

f δ(x) := −
∫
Bδ(x)

f(y) dy.

则有

(i) f 局部可积 ⇒ f δ ∈ C0,1(R), 且
∫ b

a
|f δ(x)− f(x)| dx → 0 as δ → 0.

(ii) f ∈ C(R) ⇒ f δ ∈ C1(R), 且 supx∈[a,b] |f δ(x)− f(x)| → 0 as δ → 0.

练习 1.1 举例说明存在函数列 {fn} 使得
∫ b

a
|fn(x)− f(x)| dx → 0, 但是 fn(x) ̸⇒ f .

是否存在 fn(x) 无处收敛但仍有
∫ b

a
|fn(x)− f(x)| dx → 0？

(b) 对任意局部可积函数 f，通过卷积来定义

fδ(x) := f ∗ ρδ(x) =
∫ x+δ

x−δ

f(y)ρδ(x− y) dy,

则有 fδ ∈ C∞(R). 对任意 f ∈ C(R), 有 fδ 局部一致收敛于 f .

练习 1.2 证明：存在 C 只依赖于 k 和磨光核 ρ 使得∣∣∣∣ dkdxk
fδ(x)

∣∣∣∣ ≤ Cδ−k sup
Bδ(x)

|f |, (k = 0, 1, 2, · · · ).

1.2 Hölder 连续函数的积分刻画

(a) f 连续，内部 |f δ(x)− f(x)| ≤ Cδα，“边界 Hölder”，⇒ 整体 Hölder. (定理 1.9)

(b) f 连续，递减，f δ
−(x)− f(x) ≤ Cδα，⇒ f ∈ Cα.(命题 1.10)

(c) Campanato 空间与 Hölder 空间的联系：

Lp,µ[a, b] ≃


Lp,µ[a, b] if 0 ≤ µ < 1,

Cα[a, b] if 1 < µ ≤ 1 + p,

{constants} if µ > 1 + p,

where α :=
µ− 1

p
.

其中 Lp,µ[a, b] 为 Morrey 空间.

2 函数列

2.1 一致收敛

(a) 概念：

(i) fn(x) 在 I 上逐点收敛于 f(x)，如果 ∀x ∈ I, ∀ε > 0, 存在 N = N(x, ε) > 0 使

得 ∀n ≥ N , 有 |fn(x)− f(x)| < ε.
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(ii) fn(x) 在 I 上一致收敛于 f(x)，如果 ∀ε > 0, 存在 N = N(ε) > 0 使得 ∀n ≥
N, ∀x ∈ I, 有 |fn(x)− f(x)| < ε.

(b) 判别法：Cauchy 准则，最值判别法.

例题 2.1 设 fn(x) = nαxe−nx, (n = 1, 2, · · · ), 问：当 α 取什么值时，{fn(x)} 在 [0, 1] 上逐

点收敛? 一致收敛呢? 等式 lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

0
lim
n→∞

fn(x) dx 成立呢?

例题 2.2 设 f0 ∈ R[0, a], (a > 0), 并定义

fn(x) :=

∫ x

0

fn−1(t) dt, n = 1, 2, · · · .

问: 函数列 {fn} 在 [0, a] 上是否一致收敛？

练习 2.1 设非负函数 f0 ∈ C[0, 1]，并定义

fn+1(x) =

∫ x

0

1

1 + fn(t)
dt, n = 1, 2, · · · .

证明: fn(x) 在 [0, 1] 上一致收敛到某个函数 f，并求出 f .

例题 2.3 设 f ∈ C(R) 且 |f(x)| < |x|, ∀x ̸= 0. 定义 f1(x) := f(x), f2(x) = f(f1(x)), · · · ,
fn(x) = f(fn−1(x)), · · · . 证明：fn(x) 在 [−A,A] 上一致收敛（其中 A 为正常数）.

例题 2.4 以下命题是否正确，如果正确请证明，错误请举出反例.

(i) 如果函数列 {fn} 在 Ek(k = 1, 2, · · · ) 上一致收敛，那么就在 ∪∞
k=1Ek 上一致收敛.

(ii) 如果连续函数列逐点收敛到一个连续函数，那么一定是一致收敛.

(iii) 存在正整数列 {an} 和紧集 E ⊂ R, 使得 {sin anx} 在 E 上收敛但不一致收敛.

(iv) 如果一个函数列一致收敛于一个连续函数，那么这个函数列一定有连续点.

2.2 等度连续

(i) {fn(x)} 在 I 上是等度连续的，如果 ∀ε > 0，存在 δ = δ(ε) > 0 使得 ∀x1, x2 ∈ I 且

|x1 − x2| ≤ δ，∀n 有 |fn(x1)− fn(x2)| < ε.

(ii) 有界区间 I 上，{fn(x)} 等度连续，且有收敛极限 f(x)，则 fn(x) 在 I 上一致收敛

于 f(x). (定理 2.25)

(iii) 函数列 {fn(x)} 在 I 上一致收敛于 f，且 fn 都一致连续，则 {fn(x)} 等度连续. (定
理 2.26)

例题 2.5 (Arzelà-Ascoli) 设 E ⊂ R 为紧集，证明: 如果函数列 {fn(x)} 在 E 上逐点有界且

等度连续，则 {fn} 含有在 E 上一致收敛的子列. 并举例说明：

(i) 存在紧集上一致有界的连续函数列，使得其无收敛子列.

(ii) 存在一致有界且处处收敛的连续函数列，使得其无一致收敛的子列.

(iii) 存在一个有界函数列，其逐点收敛于一个无界函数.

练习 2.2 设 {fn} 为 [a, b] 上的连续函数列，且 f ′
n(x) 一致有界，fn(x) 逐点收敛于 f(x). 证

明：f(x) 在 [a, b] 上连续.
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数学分析 II（实验班）习题课 20260318

1 作业讲解

第二部分 1, 2, 3.

2 例题与练习

例题 2.1 设 {an} 为单调减少的非负数列，证明: 级数
∑∞

n=1 an sinnx 在 (−∞,+∞) 上一

致收敛的充要条件是 an = o
(
1
n

)
.

例题 2.2 证明 ∫ 1

0

1

xx
dx =

∞∑
n=1

1

nn
.

例题 2.3 设 f(x) =
∑∞

n=1
xn

n2 , −1 ≤ x ≤ 1. 证明：当 x ∈ (0, 1) 时，有

f(x) + f(1− x) + lnx ln(1− x) =
π2

6
.

练习 2.1 证明∫ 1

0

lnx

1− x2
dx = −π2

8
,

∫ 1

0

lnx

1− x
dx = −π2

6
,

∫ 1

0

lnx

1 + x
dx = −π2

12
.

练习 2.2 设 {an} 为 Fibonacci 数列：a0 = a1 = 1, an = an−1 + an−2, ∀n ≥ 2. 定义

f(x) :=
∞∑

n=0

anx
n.

求出 f 进而得到 {an} 的解析表达式.

例题 2.4 设已知幂级数 S(x) =
∑∞

n=0 anx
n 在 (−1, 1) 上成立，如果 lim

x→1−
S(x) = S 且

lim
n→∞

nan = 0, 证明：
∑∞

n=0 an = S.

例题 2.5 设复数项级数 f(z) =
∑∞

n=0 anz
n 的收敛半径为 R = 1, 且级数在 z = 1 处收敛于

S, 证明：f 在 z = 1 处有非切向极限 S, 即

lim
Sα(1)∋z→1

f(z) = S. (Sα(1) 的定义见下图.)

(a) 计算
∑∞

n=1
zn

n
.

(b) 由此证明：
∞∑

n=1

cosnθ
n

= − ln
(
2 sin θ

2

)
,

∞∑
n=1

sinnθ

n
=

π − θ

2
, ∀ θ ∈ (0, 2π).
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3 补充：Hölder 空间的刻画

给定 α ∈ (0, 1)，定义

C0,α(Ω) :=

®
u ∈ C(Ω) : [u]C0,α(Ω) := sup

x ̸=y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

< ∞
´
.

Hölder 范数定义为
∥u∥C0,α(Ω) := ∥u∥L∞(Ω) + [u]C0,α(Ω).

∥u∥L∞(Ω) := esssupΩ |u|, 即在 Ω 除去一个零测集上 |u| 的上确界.
类似地，我们有

∥u∥Ck(Ω) :=

k∑
j=1

∥Dju∥L∞(Ω), ∥u∥Ck,α(Ω) := ∥u∥Ck(Ω) + [Dku]C0,α(Ω),

Ck,α(Ω) :=
¶
u ∈ Ck(Ω) : ∥u∥Ck,α(Ω) < ∞

©
.

若 β > 0 不是整数，我们记 Cβ(Ω) := Ck,α(Ω), 其中 β = k + α, k ∈ N, α ∈ (0, 1). 易知

C0 ⊃ C0,α ⊃ C0,1 ⊃ C1 ⊃ C1,α ⊃ · · · ⊃ C∞.

以下给出几种刻画 Hölder 连续性的方法，这在偏微分方程的理论中扮演者重要的角色.

(1) 如果
oscBr(x) u ≤ C0r

α ∀Br(x) ⊂ B1,

其中 oscA u := supA u − infA u，那么我们有 u ∈ C0,α(B1), [u]C0,α(B1)
≤ CC0, 其中

C = C(n, α) > 0.

(1’) 如果
oscBr(x) u ≤ C0r

α ∀B2r(x) ⊂ B1,

那么我们有 u ∈ C0,α(B1), [u]C0,α(B1)
≤ CC0，其中 C = C(n, α) > 0.

(2) 令 ux,r := −
∫
Br(x)

u. 如果

∥u− ux,r∥L∞(Br(x)) ≤ C0r
α ∀Br(x) ⊂ B1,

那么我们有 u ∈ C0,α(B1), [u]C0,α(B1)
≤ CC0，其中 C = C(n, α) > 0.

(3) 如果 (
−
∫
Br(x)

|u− ux,r|2
)1/2

≤ C0r
α ∀Br(x) ⊂ B1,

那么我们有 u ∈ C0,α(B1), [u]C0,α(B1)
≤ CC0，其中 C = C(n, α) > 0.

(4) 对任意 x ∈ B1,

(i) 如果存在 Cx 使得

∥u− Cx∥L∞(Br(x)) ≤ C0r
α ∀Br(x) ⊂ B1,

那么我们有 u ∈ C0,α(B1), [u]C0,α(B1)
≤ CC0，其中 C = C(n, α) > 0.

【第 4 页 共 28 页】



(ii) 如果存在线性函数 lx(y) = ax + bx · (y − x) 使得

∥u− lx∥L∞(Br(x)) ≤ C0r
1+α ∀Br(x) ⊂ B1,

那么我们有 u ∈ C1,α(B1), [Du]C0,α(B1)
≤ CC0，其中 C = C(n, α) > 0.

(iii) 如果存在二次多项式 Px(y) 使得

∥u− Px∥L∞(Br(x)) ≤ C0r
2+α ∀Br(x) ⊂ B1,

那么我们有 u ∈ C2,α(B1), [D2u]C0,α(B1)
≤ CC0，其中 C = C(n, α) > 0.

(5) 固定 ρ ∈ (0, 1). 如果对任意 x ∈ B1/2, 存在一列二次多项式 (Pk)k∈N 使得

∥u− Pk∥L∞(B
ρk

(x)) ≤ C0ρ
k(2+α) ∀k ∈ N,

那么我们有 u ∈ C2,α(B1/2), [D2u]C0,α(B1/2) ≤ CC0，其中 C = C(n, α, ρ) > 0.

(6) 设 α ∈ (0, 1), ∥u∥L∞(B1) ≤ C0.

(i) 如果

sup
h∈B1,x∈B1−|h|

|u(x+ h) + u(x− h)− 2u(x)|
|h|α

≤ C0,

那么我们有 u ∈ C0,α(B1), ∥u∥C0,α(B1)
≤ CC0，其中 C = C(n, α) > 0.

(ii) 如果

sup
h∈B1,x∈B1−|h|

|u(x+ h) + u(x− h)− 2u(x)|
|h|1+α

≤ C0,

那么我们有 u ∈ C1,α(B1), ∥u∥C1,α(B1)
≤ CC0，其中 C = C(n, α) > 0. 当 α = 0

时，上面的结果不成立.

(7) 设 α ∈ (0, 1], ∥u∥L∞(B1)
≤ C0. 如果对任意 h ∈ B1 有∥∥∥∥u(x+ h)− u(x)

|h|α

∥∥∥∥
Cβ(B1−|h|)

≤ C0,

其中 C0不依赖于 h，并且 α+β不是整数，那么 u ∈ Cα+β(B1)且 ∥u∥Cα+β(B1)
≤ CC0,

其中 C = C(n, α, β). 然而当 α+ β 是整数时，上述结论不成立.

(8) 设一列函数 {ui} 满足 ∥ui∥Ck,α(Ω) ≤ C0, 其中 α ∈ (0, 1], C0 不依赖于 i. 如果 ui 在

Ω ⊂ Rn 上一致收敛于 u. 则 u ∈ Ck,α(Ω) 且 ∥u∥Ck,α(Ω) ≤ C0.
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数学分析 II（实验班）习题课 20260325

1 作业讲解

第一部分 8; 第二部分 1, 5

2 Frobenius 方法

例题 2.1 讨论微分方程
x2y′′ + (3x− 1)y′ + y = 0

在奇点 x = 0 附近存在幂级数解的可能性.

例题 2.2 求解微分方程
x2y′′ + xy′ +

(
x2 − 1

4

)
y = 0,

事实上，x = 0 为唯一的奇点，可作变换

y =
1√
x
u,

则 u = u(x) 满足

u′′ + u = 0,

他有两个线性无关的解

u1 = cosx, u2 = sinx.

于是原方程有两个线性无关的解

y1 =
cosx√

x
=

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k− 1

2 , y2 =
sinx√

x
=

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+ 1

2 . (1)

定义 2.1. 称如下形式的级数
∞∑

n=0

an(x− x0)
n+ρ, (a0 ̸= 0),

为广义幂级数，其中常数 ρ 称为指标，可取负值或分数. 例如在(1)中，分别对应于 x0 =

0, ρ = − 1
2
和 x0 = 0, ρ = 1

2
.

考虑一般的二阶齐次线性微分方程

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = 0,

两边同时除以 A(x)，有

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, 其中p(x) =
B(x)

A(x)
, q(x) =

C(x)

A(x)
. (2)

如果 p(x) 和 q(x) 中至少有一个在 x0 点不连续，则称 x0 为微分方程(2)的奇点，进一步，
如果 (x− x0)p(x)，(x− x0)

2q(x) 可以在 x0 处 Taylor 展开，则称其为规则奇点.
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定理 2.1. 微分方程(2)在规则奇点 x0 的邻域内有收敛的广义幂级数解

y =
∞∑
k=0

ak(x− x0)
k+ρ (a0 ̸= 0),

其中指标 ρ 和系数 ak(k ≥ 1) 可以用代入法确定.

例题 2.3 考虑微分方程
2x2y′′ + 7x(x+ 1)y′ − 3y = 0.

(i) 确定指标 ρ 的所有可能的取值.

(ii) 得到系数 ak 的递推关系式，进而得到方程的解.

注 2.1. 当 ρ1 和 ρ2 都是实数且 ρ1 − ρ2 = m 为正整数或 0 时，一般不能从 ρ2 出发得到一

个与 ρ1 不同的广义幂级数解，此时可以借助下面的(3)来得到另一个与其线性无关的解.

定理 2.2. 设 y = φ(x) 是二阶齐次线性微分方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

的一个非零解（即 φ(x) 在 I 上不恒为零），则方程有通解

y = φ(x)

(
C1 + C2

∫ x

x0

1

φ2(s)
e−

∫ s
0
p(t) dt ds.

)
(3)

例题 2.4 利用 Frobenius 方法来求解以下微分方程：

(i) x(x− 1)y′′ + 3xy′ + y = 0.

(ii) x2y′′ + 4xy′ + (x2 + 2)y = 0.

(iii) x2y′′ + xy′ − xy = 0.
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数学分析 II（实验班）习题课 20260401

1 关于作业

算错的同学可以自己再仔细算一算，本次习题课就不讲作业题了.

6. p(x) = (
√
2− 1)x+ 1

2
+
»√

2−1
2

.

7. p(x) = x2 + 7
2
x− 1.

8. p(x) = 15(e2−7)
4e

x2 + 3
e
x+ 33−3e2

4e
.

2 练习题

例题 2.1 证明: 区间 I 上的连续函数一定有原函数.

例题 2.2 设 f ∈ Ck[0, 1], 证明: Bn(f)
(i)(x) → f (i)(x) uniformly on [0, 1], i = 0, 1, · · · , k.

练习 2.1 设 f ∈ R[a, b], 利用 Weierstrass 逼近定理证明 Riemann-Lebesgue 引理：

lim
p→+∞

∫ b

a

f(x) sin px dx = 0, lim
p→+∞

∫ b

a

f(x) cos px dx = 0.

练习 2.2 设 f ∈ R[a, b], 证明: 对于任意 ε > 0, 存在两个多项式 p(x) 和 P (x)，使得满足

(i) p(x) ≤ f(x) ≤ P (x), ∀x ∈ [a, b];

(ii)
∫ b

a
[P (x)− p(x)] dx < ε.

练习 2.3 设 f ∈ C[a, b]. 证明：存在关于 n 单调递减的多项式列 {Pn} 使得它在 [a, b] 上一

致收敛于 f .

例题 2.3 任意给定整数 m ≥ 0, 存在 φ ∈ C∞
0 (B1) 使得对任意次数小于 m 的多项式 P , 都

有 φε ∗ P = P , 其中 φε(x) := ε−nφ(x/ε).

3 补充

3.1 Müntz 定理

考虑赋范线性空间 X = C[0, 1]，如果集合 S = {g1, g2, · · · } 中的元素的线性组合在 X 中稠

密，那么则称 S 是基本的 (fundamental). 换言之，S 是 X 中的基本集，当且仅当对于任意

给定的 f ∈ X, ε > 0，都存在 n, {λi}ni=1 ⊂ R 使得

∥f −
n∑

i=1

λigi∥ < ε.

故 Weierstrass 定理说明了集合 P := {1, x, x2, · · · } 是 C[0, 1] 中的基本集.
一个自然的问题是：C[0, 1] 中其他的基本集长什么样？P 的子集还是不是基本集? 下面的
Müntz 的定理回答了这个问题.

定理 3.1 (Müntz 第一定理). 考虑 S := {xλ1 , xλ2 , · · · }, 其中 − 1
2
< λi → +∞. 则 S 是

(C[0, 1], ∥ · ∥2) 中的基本集，当且仅当
∑

λi ̸=0
1
λi

= +∞, 其中 ∥f∥2 :=
(∫ 1

0
|f(x)|2 dx

)1/2
.

【第 8 页 共 28 页】



定理 3.2 (Müntz 第二定理). 考虑 S := {1, xλ1 , xλ2 , · · · }, 其中 1 ≤ λi → +∞. 则 S 是

(C[0, 1], ∥ · ∥∞) 中的基本集，当且仅当
∑

i
1
λi

= +∞, 其中 ∥f∥∞ := max[0,1] |f |.

注 3.1. Müntz 的定理将“删除多少项仍保持基本性”的问题转化为了级数的敛散性的问
题.

为了证明上述定理，需要下面的引理：

引理 3.3. 令m,λ1, λ2, · · · , λn为均大于 − 1
2
的各不相同的实数,记M = span{xλ1 , · · · , xλn}，

d 为在 ∥ · ∥2 下的距离. 则

d(xm,M) =
1√

2m+ 1

n∏
j=1

|m− λj |
m+ λj + 1

.

练习 3.1 以下哪些在 C[0, 1] 是基本的？

(i) {1, x2, x4, x8, · · · }.

(ii) {1, xp1 , xp2 , · · · }, 其中 pi 为第 i 个素数.

(iii) {1, xp1 , xp2 , · · · }, 其中 pn = 1010 + n.

3.2 Weierstrass 定理的 Stone 证明

回顾定理：

定理 3.4. 任意 f ∈ C[a, b]，都可以由此区间上的多项式逼近.

Stone 的证明递进地依赖于以下引理或事实:

(a) 对于 x1 ̸= x2 ∈ [a, b], 存在 [a, b] 上的连续函数 Φ(x) 满足: Φ(x1) = 1,Φ(x2) = 0，且

Φ(x) 可由 [a, b] 上的多项式逼近.

(b) 如果 f(x) 在 [a, b] 上可由多项式一致逼近，则 |f(x)| 也能.

(c) 若 f, g ∈ C[a, b] 可由多项式逼近，则 max{f, g} 和 min{f, g} 也在 [a, b] 上连续，且

可由多项式逼近.

(d) (关键) 设闭集 Q,M ⊂ [a, b], Q ∩M = ∅, 存在 g(x) ∈ C[0, 1] 使得

g(x) =

1, x ∈ Q

0, x ∈ M
0 ≤ f1(x) ≤ 1, ∀x ∈ [a, b],

且 g(x) 可由多项式逼近.

证明思路. 对于 f ∈ C[a, b]，不妨设 0 ≤ f(x) ≤ 1, ∀x ∈ [a, b]. 给定 ε > 0, 取 n ∈ N 使得
2/n < ε. 考虑

Mk :=

ß
x ∈ [a, b] : 0 ≤ f(x) ≤ k

n

™
, Qk :=

ß
x ∈ [a, b] :

k + 1

n
≤ f(x) ≤ 1

™
, 0 ≤ k ≤ n−1.

则存在 fk(x) ∈ C[a, b] 满足在 Qk 上 fk = 1，在 Mk 上 fk = 0, 0 ≤ fk ≤ 1, 且可由多项式
逼近. 考虑 Fn(x) =

1
n

∑n−1
i=0 fi(x), 可以证明 |Fn − f | < ε/2, 根据构造 Fn 可由多项式 P 逼

近，从而得证.

注 3.2. 这种方法源于更一般的 Stone-Weierstrass定理的证明：设X 为任意紧的 Haussdorff
空间，如果 C(X,R) 的子代数 A 无处消失且分离点，那么 A 在 C(X,R) 中稠密.
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数学分析 II（实验班）习题课 20260408

1 作业讲解

第一部分 2(4), 6(6), 10

2 练习题

练习 2.1 设 f 是以 2π 为周期的函数，存在常数 L 和 α ∈ (0, 1] 使得

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|α.

证明：

an :=
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnx dx = O

(
1

nα

)
, bn :=

1

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx = O

(
1

nα

)
.

练习 2.2 设 f 是以 2π 为周期的函数，且在 (0, 2π) 上可积和绝对可积，证明：

(1) 如果 f(x) 在 (0, 2π) 单调减少，那么 bn ≥ 0, n = 1, 2, · · · .

(2) 如果 f(x) 在 (0, 2π) 可导且 f ′ 在 (0, 2π) 上可积和绝对可积，如果 f ′ 在 (0, 2π) 上

单调增加，则 an ≥ 0, n = 1, 2, · · · .

练习 2.3 设 f 为区间 [0, 2π] 上的凸函数，证明：an ≥ 0, n = 1, 2, · · · .

例题 2.1 求下列函数的 Fourier 展开式：

(1) f(x) =
∑∞

n=1 β
n sin nx

sin x
, (|β| < 1);

(2) f(x) = ecos x cos(sinx);

(3) f(x) = ecos x sin(sinx).

练习 2.4 设 f(x) = 1
4
x(2π − x), x ∈ [0, 2π] 为周期为 2π 的函数，求其展开的 Fourier 级数，

由此计算
∑∞

n=1
sin2 n
n4 .

例题 2.2 设 f 为周期 2π 的连续函数，f(x) ∼ a0

2
+
∑∞

n=1(an cosnx+ bn sinnx), 定义

F (x) =
1

π

∫ π

−π

f(t)f(x+ t) dt.

计算 F 的 Fourier级数，并证明 F 的 Fourier级数一致收敛，由此推出 f 的 Parseval等式.

例题 2.3 设 f ∈ R[a, b]. 用 Fourier 展开式证明：

lim
n→∞

∫ b

a

f(x)| sinnx| dx =
2

π

∫ b

a

f(x) dx.

例题 2.4 记 Dirichlet 核

Dn(t) =


sin(n+ 1

2 )t

2π sin t
2

t ̸= 2kπ,

2n+1
2π

t = 2kπ.

证明：

Ln :=

∫ π

−π

|Dn(t)| dt =
4

π2
lnn+O(1), n → ∞.
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3 补充

3.1 Wirtinger 不等式的一个推广

(1) (Wirtinger 不等式) 设 f 为周期为 2π 的函数，
∫ 2π

0
f(x) dx = 0 且 f ′ ∈ L2. 则有∫ 2π

0

f2(x) ≤
∫ 2π

0

(f ′(x))2 dx,

等号成立当且仅当 f(x) = a cosx+ b sinx, 其中 a, b 为常数.

(2) 设 r, s, t, q ∈ Z 满足 r > max{s, t} ≥ 0, q ≥ 2. f 为周期为 2π 的函数，满足∫ 2π

0
f(x) dx = 0. 记

fq(x) :=
1

q

q∑
k=1

f(x+
2kπ

q
).

如果 f ∈ Cr[0, 2π], 则

(
q2(r−t) − q2(s−t)

) ∫ 2π

0

f (t)
q (x)2 dx+

∫ 2π

0

f (s)(x)2 dx ≤
∫ 2π

0

f (r)(x)2 dx,

等号成立当且仅当 f(x) = a1 cosx+aq cos(qx)+b1 sinx+bq sin(qx),其中 a1, aq, b1, bq

为常数.
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数学分析 II（实验班）习题课 20260415

1 作业讲解

3

2 补充

2.1 Tauber 型定理

课上我们知道

通常求和 =⇒ Cesàro 求和 =⇒ Abel 求和, (4)

我们称这种类型的定理为 Abel 型定理，其他类型的求和方式还有很多，比如:

(a) 称级数
∑

an 可 Borel 求和，如果极限

lim
x→∞

e−x

∞∑
n=0

1

n!
snx

n, where sn := a0 + a1 + · · ·+ an

存在. 这种求和方式由 Émile Borel 在 1899 年引入，产生于复变函数尤其是解析延
拓相关理论.

(b) 称级数
∑

an 可 Lambert 求和，如果极限

lim
x→1−

∞∑
n=0

anL(x
n), where L(x) :=

x log(1/x)
1− x

, x ∈ (0, 1), L(1) := 1 (Lambert 核)

存在. 在数论中有重要的应用.

练习 2.1 证明：若级数收敛，则可 Borel求和. 特殊地，如果 sn → s,则 lim
x→∞

e−x
∑∞

n=0
1
n!
snx

n =

s.

练习 2.2 证明对于 Lambert求和的 Abel型定理: 如果
∑

an = s，则 lim
x→1−

∑
anL(x

n) = s.

在(4)中的关系反过来一般是不成立的，但是如果加上适当的条件 (Tauber 型条件)，便可从
弱的求和推出强，我们称这种类型的定理为 Tauber 定理，比如作业第一题 (Tauber 定理)

Abel 求和+ lim
n→∞

nan = 0 =⇒级数收敛.

G. H. Hardy 和 J.E. Littlewood 对其做了推广和延伸 (1910 年代):

定理 2.1 (Hardy). 如果级数
∑

an 可 Cesàro 求和，{nan} 有界，那么级数收敛.

定理 2.2 (Littlewood). 如果级数
∑

an 可 Abel 求和到 A，{nan} 有界，则级数收敛到 A.

定理 2.3 (Hardy-Littlewood). 如果级数
∑

an 可 Abel 求和到 A，sn ≥ 0，则级数 Cesàro
求和到 A.

注 2.1. 在 Hardy-Littlewood 中，可以假设更一般的 sn ≥ −C. 在 Littlewood 定理中, {nan}
的有界性可以被替换为一边有界: an ≥ −C/n. 上述定理的最初证明都是相当复杂的，直到
近 20 年过去，在 1930 年 Karamata 给出了相对初等的证明，我们采用其证明.
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2.2 等分布问题

定义 2.1. 考虑 [0, 1) 区间上的数列 {ξk}k⩾1，如果对任意的 a, b ∈ [0, 1)，我们有

lim
n→∞

∣∣{k ⩽ n | ξk ∈ [a, b]}
∣∣

n
= b− a,

则称 {ξk}k⩾1 在 [0, 1) 上是等分布的.

注 2.2. 等分布蕴含稠密，反之不对.

(a) {x} 表示实数 x 的小数部分. 对任意的有理数 q，数列
{
{k · q}

}
k⩾1
不是等分布的;

(b) 给定无理数 α ∈ R−Q，数列
{
{k · α}

}
k⩾1
是等分布的.

注意到，等分布性等价于

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1[a,b](ξk) =

∫ 1

0

1[a,b](x)dx.

定理 2.4 (Weyl 的等分布判别准则). {ξk}k⩾1 是 [0, 1) 区间上的数列. 那么，{ξk}k⩾1 在

[0, 1) 上等分布当且仅当对任意的 ℓ ̸= 0，我们有

lim
n→∞

(
1

n

n∑
k=1

e2πiℓξk

)
= 0.

练习 2.3 判断以下数列 {ξk}k≥1 是否等分布.

(1) 任给非零实数 a，任意的实数 σ ∈ (0, 1)，令 ξk = {akσ}（小数部分）.

(2) 任意给定 a ∈ R，对任意的 k ⩾ 1，定义 ξk = {a log(k)}.
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数学分析 II（实验班）习题课 20260422

1 讲解

考试题选讲

2 补充：关于等周不等式

我们知道，对于平面上可求长的 Jordan 曲线 C，记 L 为周长，A 为所围的面积，则有

L2 ≥ 4πA,

等号成立当且仅当 C 是一个圆.
我们引入以下概念. 设 K ⊂ Rd 为凸体 (convex body)，H 为 Rd 中的超平面 (hyperplane).
称 H 是 K 的支撑平面 (support plane)，如果 K ∩H ̸= ∅，但至少有由 H 决定的两个半空

间之一不包含 K 的点. 对于 u ∈ Sd−1，定义 hK(u) 为 K 的支撑函数 (support function)，
如果超平面 HK(u) := hK(u)u + ⟨u⟩⊥ 是 K 的支撑平面且 K ⊂ hK(u)u + ⟨u⟩⊥−, 其中 ⟨u⟩⊥

表示与 u 正交的线性子空间，⟨u⟩⊥− :=
{
x ∈ Rd : x · u ≤ 0

}
. 容易验证

hK(u) = sup{u · p : p ∈ K}.

对于两个凸体 K,L，Hausdorff 距离 δ(K,L) 定义为

δ(K,L) := inf{r : K ⊂ L(r), L ⊂ K(r)},

其中 L(r) := K + rB1，可视作凸体 L 的 r-邻域. 容易验证

δ(K,L) = ∥hL − hK∥∞ = sup{|hL(u)− hK(u)| : u ∈ Sd−1}.

基于此，我们可以定义凸体间的 L2-距离 δ2(K,L):

δ2(K,L) :=

(∫
Sd−1

(hK(u)− hL(u))
2 dS

)1/2

= ∥hK − hL∥L2(Sd−1).

以下只考虑 d = 2. 记 u = (cosω, sinω), 定义凸体 K 的 Steiner 点 z(K) 为

z(K) :=

(
1

π

∫ π

−π

hK(ω) cosω dω, 1
π

∫ π

−π

hK(ω) sinω dω
)
.

K 的 Steiner 圆盘定义为

Bz(K) := B

(
z(K),

L(K)

π

)
, L(K) 表示 K 的周长.

定理 2.1. 令 K ⊂ R2 为凸区域，支撑函数为 hK . 如果

hK(ω) ∼
∞∑
k=0

(ak cos kω + bk sin kω),

【第 14 页 共 28 页】



那么面积 A(K),周长 L(K)，Steiner点 z(K)和 Steiner圆盘 Bz(K)的支撑函数 hBz(K)(ω)

为

A(K) = πa20 −
π

2

∞∑
k=2

(k2 − 1)(a2k + b2k),

L(K) = 2πa0,

z(K) = (a1, b1),

hBz(K)(ω) = a0 + a1 cosω + b1 sinω.

进一步，如果有另一个凸区域 L 有支撑函数 hL,

hL(ω) ∼
∞∑
k=0

(ck cos kω + dk sin kω),

那么 K 和 L 的混合面积 A(K,L) 和 L2-距离 δ2(K,L) 为

A(K,L) = πa0c0 −
π

2

∞∑
k=2

(k2 − 1)(akck + bkdk),

δ2(K,L)2 = 2π(a0 − c0)
2 + π

∞∑
k=1

[
(ak − ck)

2 + (bk − dk)
2
]
.

注 2.1. 设 K,L ⊂ Rd 是两个凸体（非空紧凸集），它们的混合体积 V (K,L) 定义如下.
对于 t ≥ 0，Minkowski 和为 K + tL = {x+ ty | x ∈ K, y ∈ L}. 其 d 维体积 vold(K + tL)

是 t 的 d 次多项式：

vold(K + tL) =
d∑

i=0

(
d

i

)
V (K, . . . ,K︸ ︷︷ ︸

d−i

, L, . . . , L︸ ︷︷ ︸
i

) ti,

其中系数 V (K, . . . ,K, L, . . . , L) 称为混合体积. 当 d = 2 时，对于 K 和 L 的混合面积

A(K,L), 我们将会用到

A(K,L) =
1

2

∫ 2π

0

(hK(ω)hL(ω)− h′
K(ω)h′

L(ω)) dω.

定理 2.2. 令 K ⊂ R2 为凸区域，面积为 A(K), 周长为 L(A). 则

L(K)2 − 4πA(K) ≥ 6πδ2(K,Bz(K))2,

其中 Bz(K) 为 K 的 Steiner 圆盘. 等号成立当且仅当 K 的支撑函数可写为以下形式:

a0 + a1 cosω + b1 sinω + a2 cos 2ω + b2 sin 2ω.

参考文献

[Gr] H. Groemer, Geometric applications of Fourier series and spherical harmonics,
Encyclopedia of Mathematics and its Applications, 61, Cambridge Univ. Press,
Cambridge, 1996; MR1412143
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数学分析 II（实验班）2025-2026 春季学期期中考试试题

1. (10 分) 求级数
∑+∞

n=1
(−1)n

3n−1
的和.

2. (10 分) 假设凸函数 f ∈ C2[0, 1] 满足 f ′′(x) ≥ m > 0. 证明：Bernstein 多项式

Bnf(x) ≥ f(x) +
mx(1− x)

2
.

3. (12 分) 证明 ∫ 1

0

x−x dx =
+∞∑
n=1

1

nn
.

4. (12 分) 证明
∑+∞

n=1
x sin nx

2
√
n+cos x 在 (−2π, 2π) 内闭一致收敛.

5. (12 分) 讨论
∑+∞

n=1(−1)n (ln x)
1
n

n
在 (0,+∞) 上的收敛性.(包括逐点收敛，一致收敛，内闭一

致收敛性等)

6. (12 分) 对 f ∈ R[−π, π] 的 Fourier 级数

f ∼ a0
2

+
+∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

定义级数
+∞∑
n=1

(−bn cosnx+ an sinnx).

记 φx(t) = f(x+ t)− f(x− t). 证明：若在 x 满足
∫ π

0
|φx(t)|

t
dt < +∞ 收敛，则上述级数在

x 处收敛.

7. (12 分) 令 {rn}+∞
n=1 是 [−π, π] 中的所有有理数. 定义

f(x) =
+∞∑
n=1

2−n|x− rn|
1
2+

1
n , ∀x ∈ [−π, π].

证明：f 的 Fourier 级数在 (−π, π) 中收敛到 f(x).

8. (20 分) 设 f ∈ C[a, b] 满足：存在 p, µ, C0 > 0，使得 ∀x ∈ [a, b], 0 < δ < b− a,(
δ−µ

∫ xδ,+

xδ,−

|f(t)− fx,δ|p dt
) 1

p

≤ C0,

其中

fx,δ :=
1

xδ,+ − xδ,−

∫ xδ,+

xδ,−

f(t) dt, xδ,− := max{a, x− δ}, xδ,+ := min{b, x+ δ}.

证明：当 µ > 1 + p 时，f 为常值函数.
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参考答案

1. (10 分) 记
∑+∞

n=1
(−1)n

3n−1
=
∑+∞

n=1(−1)nan，其中 an = 1
3n−1

单调减小，由 Leibniz 判别法，级
数收敛，记为 S. 易知幂级数

S(x) =
∞∑

n=1

(−1)nx3n−1

3n− 1

的收敛域为 (−1, 1].(首先计算收敛半径为 1，在 x = 1 处收敛，在 x = −1 处发散) 应用
Abel 第二定理 (讲义定理 4.20(2)) 得 S = lim

x→1−
S(x). 注意到 S(0) = 0, 有

S(x) = S(x)− S(0) =

∫ x

0

S′(t) dt, ∀x ∈ (−1, 1).

逐项微分得

S′(x) =
∞∑

n=1

(−1)nx3n−2 = x−2

∞∑
n=1

(−x3)n =
−x

1 + x3
.

于是

S(x) =

∫ x

0

S′(t) dt =
∫ x

0

−t

1 + t3
dt

=
1

3

∫ x

0

(
1

1 + t
− t+ 1

t2 − t+ 1

)
dt = 1

3

∫ x

0

(
1

1 + t
− 1

2

2t− 1

t2 − t+ 1
−

3
2

(t− 1
2
)2 + 3

4

)
dt

=
1

3
ln(1 + x)− 1

6
ln(x2 − x+ 1)− 1√

3
arctan 2√

3

(
x− 1

2

)
− 1√

3
arctan 1√

3
.

从而有

S = lim
x→1−

S(x) =
1

3
ln 2− 2√

3
arctan 1√

3
=

1

3
ln 2−

√
3

9
π.

2. (10 分) 记

Bk,n :=

(
n

k

)
xk(1− x)n−k, k = 0, 1, · · · , n.

由 Taylor 公式，对任意 k ∈ {0, 1, · · · , n}，存在介于 x 和 k
n
的 ξk 使得

f(
k

n
) = f(x) + f ′(x)(

k

n
− x) +

1

2
f ′′(ξk)(

k

n
− x)2.

注意到
∑n

k=0 Bk,n = (1− x+ x)k = 1. 考虑 (x+ y)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
xkyn−k, 视 y 为常数，两

边关于 x 求导，得

n(x+ y)n−1 =
n∑

k=0

k

(
n

k

)
xk−1yn−k,

两边乘 x，并取 y = 1− x，得

nx =
n∑

k=0

k

(
n

k

)
xk(1− x)n−k, 即

n∑
k=0

(
k

n
− x)Bk,n = 0.

类似地，对 (x+ y)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
xkyn−k 关于 x 求 2 阶导，然后两边乘以 x2，有

n(n− 1)x2(x+ y)n−2 =
n∑

k=0

k(k − 1)

(
n

k

)
xkyn−k,
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取 y = 1− x 可得

n(n− 1)x2 =
n∑

k=0

k(k − 1)

(
n

k

)
xk(1− x)n−k.

于是有
n∑

k=1

(
k

n
− x)2

(
n

k

)
xk(1− x)n−k =

1

n2

n∑
k=0

[k(k − 1) + k]Bn,k −
2x

n

n∑
k=0

kBn,k + x2

=
n(n− 1)x2 + nx

n2
− 2x

n
nx+ x2 =

x(1− x)

n
.

于是由 Bernstein 多项式定义, 结合上面所得，有

Bnf(x) =
n∑

k=0

f(
k

n
)

(
n

k

)
xk(1− x)n−k

= f(x)
n∑

k=0

Bk,n + f ′(x)
n∑

k=0

(
k

n
− x)Bk,n +

1

2

n∑
k=0

f ′′(ξk)(
k

n
− x)2Bk,n

≥ f(x) +
m

2

n∑
k=0

(
k

n
− x)2Bk,n = f(x) +

mx(1− x)

2n
.

3. (12 分) 习题课讲过.

4. (12 分) 记 un(x) = sinnx, vn(x) =
x

2
√
n+cos x , 部分和 SN (x) =

∑N
n=1 un(x). 任取 δ > 0，考

虑 x ∈ (−2π + δ, 2π − δ). 对于 x ̸= 0, 有

SN (x) =
N∑

n=1

sin(x) =
cosx− cos(N + 1

2
)x

2 sin x
2

.

考虑 f(t) = x
2
√
t+cos x , 关于 t 求导有

f ′(t) =
−x√

t(2
√
t+ cosx)2

.

故当 x > 0 时，vn(x) 关于 n 减小，当 x < 0 时，vn(x) 关于 n 增加. 由 Abel 变换，有
N+p∑

n=N+1

un(x)vn(x) =

N+p∑
n=N+1

(Sn − Sn−1)vn(x) =

N+p∑
n=N+1

Snvn −
N+p−1∑
n=N

Snvn+1

= SN+pvN+p +

N+p−1∑
n=N+1

Sn(vn − vn+1)− SNvN+1

故有 (或直接应用 Abel 引理)∣∣∣∣∣
N+p∑

n=N+1

un(x)vn(x)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ 2

2 sin x
2

∣∣∣∣ (|vN+1(x)|+ 2|vN+p(x)|)

≤
∣∣∣∣ 1

sin x
2

∣∣∣∣ 3|x|
2
√
N − 1

≤ C
1

2
√
N − 1

→ 0, as N → ∞.

故在 (−2π, 2π) 上内闭一致收敛.

5. (12 分) (i) 逐点收敛性：注意到 (ln x)
1
n

n
关于 n 单调且收敛到 0，事实上，(lnx)

1
n 单调收敛

到 1, 1
n
单调收敛到 0，从而得到, 或令 an := (ln x)

1
n

n
为正项级数，有

an+1

an
=

(lnx)
1

n+1

n+ 1

n

(lnx)
1
n

= (lnx)−
1

n(n+1)
n

n+ 1
< 1.

由 Leibniz 判别法知，当 x > 1，逐点收敛.
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(ii) 一致收敛性：假设一致收敛，则一致收敛到 0，但注意到

sup
x∈(1,+∞)

(lnx)
1
n

n
+∞, (或取点列xn = en

n

,则
(lnxn)

1
n

n
≡ 1),

矛盾.

(iii) 内闭一致收敛性: ∀(a, b) ⊂ (1,+∞), ∀x ∈ (a, b), 有 lnx ≤ ln b. 于是

0 ≤ an =
(lnx)

1
n

n
≤ (ln b)

1
n

n
→ 0.

由 Dirichlet 判别法知一致收敛，故其内闭一致收敛.

6. (12 分) 设 f ∈ R[−π, π]，考虑级数
∑∞

n=1(−bn cosnx+ an sinnx) 的部分和

Sn(x) =
n∑

k=1

(−bk cos kx+ ak sin kx).

利用系数表达式，有

−bk cos kx+ ak sin kx =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin(k(x− t)) dt.

因此

Sn(x) =
1

π

∫ π

−π

f(t)
n∑

k=1

sin(k(x− t)) dt =
1

π

∫ π

−π

f(x− u)D∗
n(u) du,

其中 u = x− t，D∗
n(u) =

∑n
k=1 sin(ku)。由于 D∗

n(u) 是奇函数，将积分区间对称化可得

Sn(x) = − 1

π

∫ π

0

φx(u)D
∗
n(u) du,

这里 φx(u) = f(x+ u)− f(x− u)。利用恒等式

D∗
n(u) =

cos u
2
− cos

(
(n+ 1

2
)u
)

2 sin u
2

,

代入得

Sn(x) = − 1

2π

∫ π

0

φx(u) cot u
2
du+

1

2π

∫ π

0

φx(u)

sin u
2

cos
(
(n+ 1

2
)u
)
du.

记 g(u) =
φx(u)

sin u
2

。由条件
∫ π

0

∣∣∣φx(u)
u

∣∣∣ du < ∞ 及 sin u
2
∼ u

2
(u → 0+) 知 g(u) 在 [0, π] 上绝

对可积。于是根据 Riemann–Lebesgue 引理，第二项积分当 n → ∞ 时趋于 0。因此

lim
n→∞

Sn(x) = − 1

2π

∫ π

0

φx(u) cot u
2
du,

即原级数在 x 处收敛.

7. (12 分) 注意到 2−n|x− rn|
1
2+

1
n ≤ 2−n(2π)

1
2+

1
n ≤ 2−n(2π)

3
2 , 由 Weierstrass M-判别法知级数

一致收敛，且每一项连续，从而 f 在 [−π, π] 上连续. 我们只需证明 f 是 Hölder 连续的.
∀x, y ∈ [−π, π], 记 h := |x− y|. 令 gn(t) = 2−n|t− rn|

1
2+

1
n .

(i) 当 |x− rn| ≥ 2h 且 |y − rn| ≥ 2h 时，我们不妨设 x < y. 则

|g′n(t)| = 2−n(
1

2
+

1

n
)|t− rn|−

1
2+

1
n , ∀t ∈ [x, y].

注意到此时 |t− rn| ≥ h, 从而

|gn(x)− gn(y)| ≤ 2−n(
1

2
+

1

n
)h− 1

2+
1
nh ≤ 2−nh

1
2+

1
n .
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(ii) 当 |x−rn| < 2h或 |y−rn| < 2h时，不妨设 |x−rn| < 2h,则 |y−rn| ≤ |y−x|+|x−rn| <
3h. 此时有

|gn(x)− gn(y)| ≤ |gn(x) + gn(y)| ≤ 2−n
[
(2h)

1
2+

1
n + (3h)

1
2+

1
n

]
≤ 10 · 2−nh

1
2+

1
n .

(iii) 综上可知，

|f(x)− f(y)| ≤
∞∑

n=1

|gn(x)− gn(y)| ≤ 10
∞∑

n=1

2−nh
1
2+

1
n ≤ Ch

1
2 = C|x− y| 12 .

8. (20 分) 参见讲义.
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数学分析 II（实验班）2025-2026 春季学期期末考试试题

1. (10 分) 判断极限

lim
(x,y)→(0,0)

sin(x+ y2) + tan(x2 + y)− x− y

arcsin(x2 + y2)

是否存在. 若存在，求出极限；若不存在，说明理由.

2. (10 分) 构造一个函数，使得沿每一条曲线 y = k tanx(k ∈ R)趋于原点时极限都存在且相等，
但重极限不存在.

3. (20 分) (1) 假设函数 y = y(x) 由 ∫ y

0

ext dt+

∫ y2

x

dt

1 + t2
= 0

确定。求 dy
dx
在 x = 0，y = 0 出的值.

(2) 假设向量值函数

F⃗ (x, y, z, w) = (x+ y + z + w, xy + zw, xyz + yzw + xzw + xyw)T �

证明在 (1, 0, 0,−1) 附近满足 F⃗ (x, y, z, w) = 0⃗ ∈ R3 的 y, z, w 可以表示为 x 的可微函

数，并求

d

dx


y

z

w


x=1

.

4. (10 分) 设 u(x, y) 为上半平面 R2
+ := {(x, y) ∈ R2 | y > 0} 上为光滑凸函数，且满足

detD2u = (1 + y)−
4
3 > 0�

定义 u 的关于 x 方向的部分 Legendre 变换 u⋆ : R2 → R 为

u⋆(ξ, η) = xux(x, y)− u(x, y)�

其中 (ξ, η) = (ux, y). 令 v(x1, x2) = u⋆ (x1, f(x2))，其中 f(x2) =
(
x2

3

)3 − 1. 证明 v 满足：

div
(
x−2
2 ∇v

)
= 0.

5. (20 分) 计算积分：

(1)
∫∫∫

Ω

(y2 + z2) dx dy dz，Ω 是由平面 xOy 上曲线 y2 = 2x 绕 x 轴旋转而成的曲面与

平面 x = 5 所围成的闭区域；

(2)
∫ 1

−1

dx

∫ √
1−x2

0

dy

∫ 1+
√

1−x2−y2

1

dz√
x2 + y2 + z2

.

6.(10 分) 确定 α，β 为何值时，∫∫
(0,+∞)×(0,+∞)

dx dy

(x+ y)α(1 + x+ y)β

收敛.
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7. (10 分) 设 s ≥ 0，

f(s) =

∫ +∞

0

ln(1 + sx2)

x(1 + x2)
dx�

求 f(1).

8. (10 分) 设

f(x, y) =

∫ +∞

0

arctan(xt) · arctan(yt)
t2

dt�

其中 x > 0，y > 0. 计算 ∂2f
∂x∂y

.
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参考答案

1.(10 分) 令 u = x + y2，v = x2 + y。当 (x, y) → (0, 0) 时，ρ =
√
x2 + y2 → 0 且

u, v → 0。由 Taylor 公式，

sinu = u− u3

6
+ o(u3), tan v = v +

v3

3
+ o(v3)�

又有

u3 = x3 + 3x2y2 + 3xy4 + y6 = x3 + o(ρ3)� v3 = y3 + o(ρ3).

因此

sin(x+ y2) + tan(x2 + y)− x− y = [x+ y2 − x3

6
+ o(ρ3)] + [x2 + y +

y3

3
+ o(ρ3)]

= x2 + y2 − x3

6
+

y3

3
+ o(ρ3).

再令 t = x2 + y2，t → 0 时，

arcsin t = t+ o(t) = x2 + y2 + o(x2 + y2)�

所以原极限即

lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2 − x3

6
+ y3

3
+ o(ρ3)

x2 + y2 + o(x2 + y2)
= lim

(x,y)→(0,0)

1− x3−2y3

6(x2+y2)
+ o(ρ)

1 + o(1)
= 1.

2.(10 分)（答案不唯一）取

f(x, y) =


(y−tanx)2

(y−tanx)2+x6 , y ̸= tanx�

1, y = tanx.

则

• k ̸= 1 时，

f(x, k tanx) =
(k − 1)2 tan2 x

(k − 1)2 tan2 x+ x6
=

(k − 1)2x2 + o(x2)

(k − 1)2x2 + x6 + o(x2)
→ 1

• k = 1 时，f(x, tanx) = 1。

但沿着 y = tanx+ x3，极限为 1
2
，重极限不存在.

3. (20 分) (1) 求导得

y′exy +

∫ y

0

text dt+
2yy′

1 + y4
− 1

1 + x2
= 0�

x = 0，y = 0 代入得，y′(0) = 1.
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(2)

F⃗ (1, 0, 0,−1) =


1 + 0 + 0− 1

1 · 0 + 0 · (−1)

0

 =


0

0

0

 .

计算关于未知量 (y, z, w) 的 Jacobi 矩阵：

∂(F1, F2, F3)

∂(y, z, w)
=


1 1 1

x w z

xz + zw + xw xy + yw + xw yz + xz + xy

 .

在 (1, 0, 0,−1) 处，

A := D(y,z,w)F⃗ (1, 0, 0,−1) =


1 1 1

1 −1 0

−1 −1 0

 .

其行列式为 detA = −2 ̸= 0. 所以由隐函数定理，存在 x = 1 附近的可微函

数

y = y(x), z = z(x), w = w(x),

使得

F⃗ (x, y(x), z(x), w(x)) = 0⃗.

对上式关于 x 求导：

Fx + A


y′

z′

w′

 = 0.

又

Fx =


1

y

yz + zw + yw

 ,

故在 (1, 0, 0,−1) 处

Fx(1, 0, 0,−1) =


1

0

0

 .

因此 
1 1 1

1 −1 0

−1 −1 0



y′(1)

z′(1)

w′(1)

 = −


1

0

0

 .
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写成方程为 
y′(1) + z′(1) + w′(1) = −1,

y′(1)− z′(1) = 0,

−y′(1)− z′(1) = 0.

由后两式得 y′(1) = z′(1) = 0，再由第一式得 w′(1) = −1. 所以

d

dx


y

z

w


∣∣∣∣∣∣∣∣
x=1

=


0

0

−1

 .

4.(10 分) 由 Jacobi 矩阵

∂(ξ, η)

∂(x, y)
=

(
uxx uxy

0 1

)
,

∂(x, y)

∂(ξ, η)
=

(
1

uxx
−uxy

uxx

0 1

)

可以计算

u⋆
ξ = x, u⋆

η = −uy,

u⋆
ξξ =

1

uxx

, u⋆
ηη = −

[
uyx

(
−uxy

uxx

)
+ uyy

]
= −detD2u

uxx

, u⋆
ξη = −uxy

uxx

�

由于

detD2u = (1 + y)−4/3 = (1 + η)−4/3,

故

u⋆
ηη = −u⋆

ξξ(1 + η)−4/3.

即 u⋆ 满足

(1 + η)
4
3u⋆

ηη + u⋆
ξξ = 0�

令

η = f(x2) =
(x2

3

)3
− 1.

则

f ′(x2) =
x2
2

9
, 1 + η =

(x2

3

)3
, (1 + η)

4
3 =

x4
2

81
.

注意原函数 u 定义在 y > 0 上，而 η = y，所以需要

η = f(x2) > 0 ⇐⇒ x2 > 3.

现在

v(x1, x2) = u⋆(x1, f(x2)).

于是

vx1 = u⋆
ξ , vx2 = u⋆

ηf
′(x2).
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因此

div(x−2
2 ∇v) = ∂x1(x

−2
2 vx1) + ∂x2(x

−2
2 vx2)

= x−2
2 u⋆

ξξ + ∂x2

(
x−2
2 f ′(x2)u

⋆
η

)
.

而

x−2
2 f ′(x2) = x−2

2 · x
2
2

9
=

1

9
,

故

∂x2

(
x−2
2 f ′(x2)u

⋆
η

)
=

1

9
∂x2u

⋆
η =

1

9
Uηηf

′(x2) =
x2
2

81
u⋆
ηη.

于是

div(x−2
2 ∇v) = x−2

2 u⋆
ξξ +

x2
2

81
u⋆
ηη = x−2

2

(
u⋆
ξξ +

x4
2

81
u⋆
ηη

)
= x−2

2

(
u⋆
ξξ + (1 + η)

4
3u⋆

ηη

)
= 0.

证毕.

5. (20 分) (1) 曲线 y2 = 2x 绕 x 轴旋转，得到 y2 + z2 = 2x. 令 r =
√
y2 + z2. 则区

域为

0 ≤ x ≤ 5, 0 ≤ r ≤
√
2x, 0 ≤ θ ≤ 2π.

且 y2 + z2 = r2, dydz = rdrdθ. 因此∫∫∫
Ω

(y2 + z2)dxdydz =

∫ 5

0

∫ 2π

0

∫ √
2x

0

r2 · rdrdθdx =
250π

3
.

(2) 先化为重积分

I =

∫∫∫
x2+y2+(z−1)2≤1, y≥0, z≥1

dx dy dz√
x2 + y2 + z2

= π

∫ 2

1

√
r2 + z2

∣∣√1−(z−1)2

0
dz

= π

∫ 2

1

(»
1− (z − 1)2 + z2 − z

)
dz

= π

∫ 2

1

(
√
2z − z)dz

=
7− 4

√
2

6
π.

6. (20 分) 做变换 s = x+ y，t = x。∂(x,y)
∂(s,t)

= 1. 则区域变为 {(t, s) | 0 < t < s < ∞}。

I =

∫ ∞

0

∫ s

0

s−α(1 + s)−β dt ds =

∫ ∞

0

s1−α(1 + s)−β ds�

瑕积分 α < 2 时收敛，无穷积分 α+ β > 2 时收敛。则 α < 2 且 α+ β > 2 时积

分收敛.

【第 26 页 共 28 页】



7. (10 分) 当 x > 0 时，ln(1 + x) ≤ C
√
x。这推出

ln(1 + sx2)

x(1 + x2)
≤ C

√
s

1 + x2
, x > 0, s ≥ 0.

因此广义积分

∫ +∞

0

1 + sx2

x(1 + x2)
dx 关于 s ∈ [0,+∞) 内闭一致收敛。所以 f ∈

C[0,+∞). 又
x

(1 + x2)(1 + sx2)
≤ 1

2
√
s(1 + x2)

, x > 0, s > 0�

可知求导后积分 ∫ +∞

0

x

(1 + x2)(1 + sx2)
dx

关于 s ∈ (0,+∞) 内闭一致收敛。所以 f 在 (0,+∞) 内连续可导且

f ′(s) =

∫ +∞

0

x

(1 + x2)(1 + sx2)
dx =

1

1− s

∫ +∞

0

x

1 + x2
− sx

1 + sx2
dx

=
1

2(1− s)
ln 1 + x2

1 + sx2

∣∣∣∣∞
x=0

= − ln s

2(1− s)
.

再结合 f(0) = 0，

f(1) = −1

2

∫ 1

0

ln s

1− s
ds = −1

2

∫ 1

0

ln(1− s)

s
ds = − lim

ϵ→0+

∫ 1−ϵ

0

ln(1− s)

2s
ds

= lim
ϵ→0+

∫ 1−ϵ

0

+∞∑
n=1

sn−1

2n
ds = lim

ϵ→0+

+∞∑
n=1

∫ 1−ϵ

0

sn−1

2n
ds

= lim
ϵ→0+

+∞∑
n=1

(1− ϵ)n

2n2
=

+∞∑
n=1

1

2n2
=

π2

12
.

8. (10 分) 被积函数对 x > 0，y > 0有连续的偏导数，且积分关于参数一致收敛，故

可在积分号下求导。对 x 求偏导：

∂

∂x

(
arctan(xt) · arctan(yt)

t2

)
=

arctan(yt)
t2

· t

1 + x2t2
�

则
∂f

∂x
=

∫ +∞

0

arctan(yt)
t2

· t

1 + x2t2
dt

再对 y 求偏导书
∂2f

∂x∂y
=

∫ +∞

0

· 1

(1 + x2t2)(1 + y2t2)
dt�

当 x = y 时，则

∂2f

∂x∂y
=

∫ ∞

0

1

(1 + x2t2)2
=

1

x

∫ π/2

0

cos2 θ dθ =
π

4x
.

当 x ̸= y 时，

1

(1 + x2t2)(1 + y2t2)
=

1

y2 − x2

(
y2

1 + y2t2
− x2

1 + x2t2

)
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利用 ∫ +∞

0

1

1 + a2t2
dt =

π

2a
�

得
∂2f

∂x∂y
=

1

y2 − x2
(
πy

2
− πx

2
) =

π

2(x+ y)
.

综上
∂2f

∂x∂y
=

π

2(x+ y)
.
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