
北京大学数学科学学院 2025 秋偏微分方程期中考试

1. (20 分) 设 u 是 Rn 上的调和函数.

(a) 证明平均值公式成立.

(b) 设存在实数 M > 0 使得 u ≥ −M, ∀x ∈ Rn. 证明 u 在 Rn 上为常数.

2. (14 分) 设 u 是 Rn 中单位球 B1 上的调和函数，φ(s) 是 Rn 上的非负凸函数. 证明

Φ(r) :=

∫
−

∂Br

φ(u(x)) dS(x), r ∈ (0, 1)

是关于 r 的单调递增函数.

3. (20 分)

(a) 设 g(x) ∈ C(R) 且 |g(x1)− g(x2)| ≤ C|x1 − x2|α, ∀x1, x2 ∈ R, 其中 α ∈ (0, 1), C 为正
常数. 利用 Green 函数求上半平面上的 Dirichlet 边值问题uxx + uyy = 0, x ∈ R, y > 0,

u(x, 0) = g(x) x ∈ R

的一个古典解 u(x, y).

(b) 设 g(x) ∈ C∞
0 (R)，利用 Fourier 变换方法求上述边值问题的一个古典解 u(x, y)，并判

断上述边值问题的古典解是否唯一.

4. (14 分) 设 Ω ⊂ Rn 是一个有界光滑区域. u(x) ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω) 是第三边值问题−∆u+
∑n

i=1 aiuxi
+ 3u = f(x), x ∈ Ω,

∂u
∂n + 3u = g(x) x ∈ ∂Ω

的一个解，其中 ai = ai(x) ∈ C(Ω)(i = 1, 1, · · · , n) 为给定函数. 证明：

max
Ω

|u(x)| ≤ 1

3
max{max

∂Ω
|g(x)|, sup

Ω
|f(x)|}.

5. (12 分)

(a) 求函数 f(x) = e−|x+2| + 1
1+x2 的 Fourier 变换.

(b) 求函数 e−2x2

与 e−
1
2x

2

的卷积.

6. (20 分) 设 f ∈ C∞
0 (R2

+) 且 spt f ⊂ [−M,M ]× [m,M ], 其中 M > m > 0.

(a) 用 Fourier 变换求解初值问题ut − uxx − 2ux = f, (x, t) ∈ R2
+,

u(x, 0) = 0, x ∈ R.

(b) 证明所得的形式解是上述初值问题的古典解.
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1. (15 分) 设 u(x) 是 Rn 上的调和函数，满足

|u(x)| ≤ C|x| ln(1 + |x|), ∀x ∈ Rn,

其中 C 正常数. 证明：u(x) ≡ 0, ∀x ∈ Rn.

2. (15 分) 记 Q = (0, l)× (0, T ]. 设 u ∈ C1,0(Q) ∩ C2,1(Q) 是热方程混合问题
ut − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, l],

ux(0, t) = g1(t), ux(l, t) = g2(t), t ∈ [0, T ]

的解，其中 f(x, t) ∈ C(Q), φ(x) ∈ C([0, l]), g1(t), g2(t) ∈ C([0, T ]). 证明

max
Q

|u| ≤ C(F +B),

其中 C = C(a, T, l) > 0,

F = sup
Q

|f |, B = max{max
[0,l]

|φ|,max
[0,T ]

|g1|,max
[0,T ]

|g2|}.

3. (20 分) 考虑热方程混合问题
ut − uxx = f(x, t), (x, t) ∈ (0, π)× (0,+∞),

u(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, π],

ux(0, t) = 0, ux(π, t) = 0, t ∈ [0,+∞).

(1) 求出上述问题的 Green 函数 G(x, t; ξ, τ) 和解 u(x, t) 的表达式.

(2) 当 φ(x) ∈ C1
0 ([0, π]), f(x, t) ≡ 0 时，证明所得表达式是上述混合问题的古典解，并求

lim
t→+∞

u(x, t).

(3) 证明上述问题的 Green 函数 G(x, t; ξ, τ) 的非负性.

4. (15 分) 设 φ(t), ψ(t) ∈ C2([0,+∞)) 满足 φ(0) = ψ(0). 利用特征线法求解 Darboux 问题utt − uxx = 0, 0 < x < t,

u(0, t) = φ(t), u(t, t) = ψ(t), t ≥ 0,

并证明所得到的形式解是问题的古典解.

5. (15 分) 设 u(x, t) ∈ C2(R+ × R+) 满足一维波动方程半无界问题
utt − a2uxx = f(x, t), x > 0, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ≥ 0,

u(0, t) = 0, t ≥ 0.

证明能量不等式∫ x0

0

[
u2t (x, t0) + a2u2x(x, t0)

]
dx ≤M

(∫ x0+at0

0

[
ψ2(x) + a2|φ′(x)|2

]
dx+

∫ t0

0

∫ x0+a(t0−t)

0

f2(x, t) dxdt
)
,

其中 x0, t0 ∈ R+, M =M(t0) > 0.
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6. (20 分) 设 φ(x), ψ(x) 和 h(x) 是平面 R2 上的调和函数, g(t) 是 [0,+∞) 上的连续函数. 设
u = u(x, t) 是二维波动方程初值问题utt − a2∆u = g(t)h(x), (x, t) ∈ R2 × R+,

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R2,

的解.

(1) 利用已知的二维波动方程初值问题解的表达式求出

u(x, t) = φ(x) + tψ(x) +

(∫ t

0

(t− s)g(x) ds
)
h(x),

并证明其为初值问题的一个古典解.

(2) 证明此波动方程初值问题解的唯一性.
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